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摘 要：研究了时标上三阶非线性 p- Laplacian 三点边值问题

［φp (p ( t) u I.Iv ( t) ) p ＋ α （ t )f( t, u( t) ) = 0, t ε ［ O, T], 

βu(O）一 γu1.1 ( 0) = 0, u!.I ( T) ＝ αu （ η ） , u1.1v ( 0) = 0 
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借助于锥上的五泛函不动点定理，得到了边值问题至少有三个正解的一些新的结果，同时给出了例子验证了主

要结果。
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Abstract: The following third order nonlinear p- Laplacian three-point boundary value problems on time 

scales 

［中P(p(t)ullV(t))]v ＋ α （ t )/( t 'u ( t) ) = 0' t E [ 0' T] ' 

βu(O ）一 γull(O) = O,uil(T) ＝ αu （ η ） ,ullv(O) = 0 

are studied. By means of five functionals fixed point theorems in cones, some new results for the exist­

ence of at least three positive solutions of the boundary value problem are obtained. As an application, an 

example is given to illustrate the main result. 

区ey words : time scales ; boundary value problem; positive solutions; fixed point theorem 
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近年来，时标上的动力方程已引起了许多学者

的广泛关注，越来越多的学者对在时标上利用不动

点定理解决p- Laplacian 边值问题产生了很大兴趣，

有关的内容可参看 Bohner 和 Peterson 的两本专

著［ 1 2］及相关的参考文献［3一叫。目前？关于时标

上二阶p- Laplacian 动力边值问题的研究较多？但

针对二阶p- Laplacian 动力边值问题的讨论较少［7］。

收稿日期： 2010 -05 一 16

在本文中， T表示时标？为了方便？对踩上的

每一个区间 E ，仍用 I 表示时标区间， ~p I ：二 E n 
T ，受文献［8 -9］的启发 9 我们将研究时标上三阶非
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线性 p- Laplacian 边值问题

［中／p( t) l产（ t))f1 ＋ α （ t )f( t? u ( t) ）二 0,

tε ［ 0, T] ( 1) 

βu(O ） 一 γuil(O) = 0, uil(T) ＝ αu （ η ）， 

ullv(O) = 0 (2) 

的正解存在性，其中中P ( u ） 是 p- Laplacian 算子，

1 1 1 
中P(u) = lu ｜川u 'p > 1 ，一十一＝ 1 ，中p 斗（ u) = p q . 

中q ( u) ， β 二三 0, γ > 0' η ε ( 0 ' T) ' 0 ' T E T 步

。＜ α ＜－；， d ＝ β － af3η 一 αγ ＞ 0 0 

贯穿全文假设以下条件成立

( H1) /( t, u( t) ) : [ 0, T］× R →民＋是连续的，

其中 R＋记为非负实数；

( H2) p( t ） εC( [O ，町，（ O,+oo ））为单调增

加函数；

( H3 ） α ：［ O, T］→［O,oo ）是 ld 一连续的，且

α （ t ） 在［ O，盯上的任意子集上不恒为零。

1 定义与引理

为了证明本文的主要结果 需要如下定义及引

里叮t寸，
，
，

1 如果 α ：P →［ O,oo ）是连续的且

α （ tx + ( 1 - t )y）注 tα（元）＋ (1-t ） α （ y)

对所有的凯YEP 和 tε ［ 0,1 ］成立？那么映射 α

被称为在实的 Banach 空间 E 上锥 P 中的一个非负

连续凹泛函。相似地，如果β ：P →忡，∞）是连续

的且

β（ tx + (1 - t )y）运 t卢（元）＋ (1-t ）β （ y)

对所有的坷，YEP 和 tε ［ 0 ,1 J 成立 9 那么映射β

被称为在实的 Banach 空间 E 上锥 P 中的一个非负

连续凸泛函。

设 γ ，β，。是在锥 P 上的非负连续的凸泛函 9α ，

中是锥 P 上非负连续凹泛函。对非负实数 h,a 罗 b,d

和 c ，定义下面的凸集

P（ γ ， c) =Ix EPI γ（元） < cf ; 

P （ γ9α ， α ， c) = j x εP ： α 运 α（吟，γ （ x ） 主 cf ; 

Q （ γ9β ， d,c) = Jx εP ：β（ χ ） ~ d ， γ （ χ ） ~cf; 

P （ γ ， （）？ α ， α ， b ,c) = l 元 εP ： α 运 α（元）？

。（必） ~ b ， γ （元） ~cf; 

Q （ γ ，β罗机h,d,c) = Ix E P:h ~ ~o(x), 

β （ x) 三三 d ， γ （ x) ~cf 。

2 令 Banach 空间 E = C1AO,T］ 且范数

II u 11 = supt E[ 0' T] I u ( t ) I 。定义锥 P c E ，且
P={uEElu 在［ O, T］ 中是凹的自

言｜理 1 如果 d yf 0 ，则对 h(t) = C/d[T ，政L

动力方程边值问题

［中P(p(t)uilV(t)) JV 十 h(t) = O,t ε ［ 0, T] ( 3) 

βu(O ） 一 γuil(O) = 0, 

川（ T) ＝ αu （ η ）， ullV(O ）二 0 (4) 

有唯一解

咐：一 fct-s ） 古中q(Lsh(r ） 吼叫

（βt F f fsJcf>, ( £ h ( r) 17 r) 17 s -

α（βtd 

(5) 

证明对式（3）从 0 到 t 进行积分’得到

中P(p(t)uilv (t)) = - Lh(r) V r 
HHH·· 

口
民

UilV(t) ＝一市叫h(r) Vr) (6) 

对式（6）从 0 到 t 进行积分，得到

川＝ uil(O) - L古叫h（叫Vs
(7) 

再对式（7）从 0 至u t 进行积分 9 得到

u ( t) = u ( 0) + tu ll ( 0) 

Lt c川市q(fh(r) V扣（8)
令 t = T ， η 代人式（7）和（ 8 ）有

州）＝州）… f山队（fh(r) V r)V s 

(9) 

u （ η ） = u(O) ＋ ηUil (0) 

f c户）古玩（fh(r) Vr)Vs (10) 

将式（9 ）、（ 10）代入式（4）有

州）二引T古中q(Lsh(r) Vr)V S 

子f cη － s ） 古玩（ fh(r) Vr)Vs (11) 

u(O ） ：刽T出q(Lsh(r) V, )vs 一

7fcη －：－ s) pt；了中q(fh(r) V机 （口）
将式 (11) 、（ 12）代人式（ 8 ），可以在［O, T］得

到式（ 5 ）。证毕。

引理 2 如果。＜ α ＜ β／γ 和 d > 0 ？则边值
问题（3)' (4）的唯一解 u( t ） 满足

u( t ） 注 0' t ε ［ O ,T] 
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证明类似于文［4］引理 2.2 的证明，这里

省略。

引理 3 令 α ＞ β／γ 和 d ¥= 0 ，则边值问题

（匀，（ 4）元正解。

证明类似于文［4］引理 2. 3 的证明，这里

省赂。

引理 4 如果 uεP ，那么

(i) u(t ） 斗 11 u 11 ,t ε ［ O ,T] ; 

(ii) SU ( t ） 呈阳（ s) , s,t ε ［ 0, T] , s :::::; t 

其中 11 u 11 = supt E [ 0 ,T] I u ( t) I 。

证明 (i）见文献［ 10 J 。接下来证明（ ii)

成立。如果 t 二 S ，结论显然成立。如果 s < t ，因

为 u( t ） 是凹的、递增且非负？则

~（ t) - u(O) 三三 u(s) - u(O) 

即 tu( s) 二三 su(t) + (t - s)u(O) ;::::: su(t) 

证毕。

引理 5 [8] P 是实 Banach 空间 E 中的锥？假

设存在正实数 c 和 M ，锥 P上的非负连续凹泛函 α

和伊以及锥 P 上的非负连续凸泛函 γ ？β 和 0 满足

以对岳阳x ） 且｜｜兀 II :::::;Mγ （元） 'x ε P （ γ ， c) o <1>: 

P （ γ川）→ P（ γ ， c）是全连续的且存在非负常数札

α ， k,b ，其中 0 ＜ α ＜ b ，满足

( i) lχε P （ γ ， （｝＇ Ol.' b人 c ）： α（元） >bl #0 且

必 ε P （ γ ， 0 ， α ， b ,k ,c) ＇有 α （ <J> （元） ) > b ; 

(ii) M 巴 Q （ γ ，β，机 h爪， c ）：β（必）＜ αl ¥= 0 
且必 E Q （ γ ，β9 伊 ， h ， α ， c ）有 β（ φ （ x)) ＜ α ； 

( iii ）对任意 zε P（ γ ， Ol.' b ,c）且满足

。（ φ（冗） ) > k ，有 α（ <P(x)) > b; 

( iv ）对任意 X E Q （ γ ，乱 α ， c）且满足

以φ（必） ) < h ，有卢（ φ （ χ））＜ α 。

则 φ 至少存在三个不动点町，吨，阿巴 P （ γ ， c）使得

β（元1) ＜叽 b ＜ α （ X2 ） 和 α ＜ β（向），α（向） < b 

易知边值问题（ 1) 、（ 2）有解 u = u(t ） 当且仅当

μ 是算子方程

Au( t ） ：一 I (t - s) _L · 
Jo p ( s) 

中q ( L α （ r )f( r, u ( r) ) V r) \7 s + 

（βt ＋ γ ） (T 1 I (s \ 

d r Jo F了φq()o α （ r) f ( r , u ( r) ) V r JV s 一

α （βt ＋ γ ） rη I （ η － s ） 一一＠Jo ., p ( s) 

中q （卜（ r )f( r, u ( r) ) V r) Vs （川

的不动点。

2 三个正解的存在性

固定丸ωεT且满足 η ＜ l<w<T 。在锥 P

中定义非负连续凹泛函 α 和伊与非负连续凸泛函

γ ， β 矛口。

γ （ u) = （｝（ 叫： 1-;:t~.~ ］ u( t ） 二 u （ η ）；

α （ U) = W.~!JU ( t) = U ( l) ; 
β（ u) = t 白~；Ju( t ） 二 u( l) ; 

ψ （ u) ＝附u(t) = u （ η ） 

易知 α（ u) ＝ β （ u) , u εP 。由引理4 可知， γ（ u) 

= 1-;:t；＿~］ u(t) = u （ η）注丑 11 u II ，即 11u11 :::::; T 

主γ（ u) o 记
η 

M ＝ 呼mt）中q(fa(r) Vr); 

m = [ cx.y l ( T =--:trf-Af J ( T - tlc/> q ( r a ( r) \7 r) ; 

λ ＝ T江山） cf>q(fa(r) Vr) 

贯穿全文假定 Jα（ r)Vr>00

1 假设条件（ H1), ）？（盹）成

｛牛：

l Zn 
α ＜ -b ＜旦旦c, Mb < me 且f满足以下条

T T2 

( H4 ) f ( t , u ( t) ) ＜中（一旦卜若 tε ［ O ，町， 0
P 飞 Ml

:::::; u(t) :::::; Le; 
η 

(H5)f(t,u(t)) ＞中p （ 立卜若 tε ［ l ，叫， b

运 u( t ） 运马；
η 

飞 m1

( H6 ) f ( t , u ( t) ) ＜中（旦），若 t E [ 0 'T] ' 0 
P 飞 λ ／

:::::; u( t ） 斗α。

则边值问题 (1 ）、（ 2 ）至少有三个正解 u1 ( t) , 

问（ t ） 和 u3(t ） 满足

1~~JJu1 (t) ＜ α ， b < 1 -;:t~，~］ U2 ( t ）且

α ＜ 1 ~~；］ U3 ( t) , 1 -;:t~，~］ U3 ( t) < b 

证明 白条件（ H1 ) , ( H2 ) , （吨）容易验证

A:P → P是全连续映射。现在证明引理 5 中的条件

对A 成立。令 u εP ，由（5)' (13 ）和引理 2 知，
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当 t E [ 0' T］有

(Au) L\17 ( t) ＝一」一中 （ （α （ r )f( r, u( r)) V' r) ~ 0, p(t) q 飞岛 / 

(Au) ( T) 二三 O; 

(Au) L\ ( t) 二三 (Au)L\(T) = α（ Au) （ η ） 二三 O

即 （Au) ( t ） 在［O,T］中是凹的，递增且非负，由此

知 Au εP 。

选取 uε P（ γ ， c），则 γ（ U) = I~~~］ U ( t) = 
u （ η）主 C ，则 0 ~ u( t) ~ c , t ε ［ O ， η］，由引理4

可知｜｜叫I =u(T)~ 旦0!Jl ~ ＇！＿豆，即 0 ~ u(t) ~ 
ηη 

n_ 't E [O ,T］。由（ H4）可知
η 

γ （Au) = (Au) （ η ） 

-c （ η － s ） 士Lφ （ (a ( r) f ( r , u ( r) ) V' r) V' s 十Jo p( s) q 飞岛 / 

（βη ＋ γ）（ 1 Ir' \ I -::t→φ （／＿ α （ r)f(r,u(r)) V' r)Y' s Jo p ( s) q 飞岛 / 

α（βη ＋ γ）尸I Cη － s ） 一－ oJo., p(s) 

4>q ( L α （ r ）只 r,u(r)) Vr)Y's ~ 

T（βη ＋ γ ） I (T \ 
P(O)d 中qlJo α （ r )f( r, u ( r) ) V' r) < 

T~（~tt中q ( {a( r) V' r) = c 

从而Au E P（ γ ， c ）。

接下来验证引理 5 中的条件（ i）成立。取 u 工

旦 ＇ k ＝旦，则 α（ u) = u(l) = 7:1_ > b, 8(u) = 
ηηη 

Tb Tb 
u （ η）＝土主＝ k ， γ （ u) ＝一＜ c ？从而 1 u E P （ γ ， 
ηη 

0，α ， b,k,c ） ： α （ u) >bi ：并②，对于 u E P （ γ ， 0 ， α ， 

b ， 坠， c），满足
η 

Tb 
8(u) = 1~；，~Ju(t) = u （ η ） ~－， 

η 

αc u) = ~~Su c t ) = u c z ） 注 b

Tb 
则 0 ~ u( t ） 三百， t E [O ， η］，由引理4 可知 II u 11 

Tu （ η）俨b
~~呈一了， t E [O ，训，从而
ηηe 

T2b 
b 主 u(t) ~寸， t E [l,w] 

η 

由（ Hs ） 可知

山） = (Au) ( l ） 斗 II Au II ＝；川（ T） 注
J_J ( oif3YJT ＋ αγT ＋ γ）＠ 
TL d 

｛古叫α（ r )f( r ’ u(r)) v,.)v ‘s + 

f古中q( lo' α （ r) 

蚓β；＋ γ） f川；了轧q( ｛α （ r ）只 r 箩 u(r)) V'r 十

oif3T γJη古中q(fosa(r)f(r,u(r)) V' r)Y' s] ~ 

ayl( T 一 η）＋勺T~cf; q ( las a ( r )f ( r , u ( r) ) V' r) V' s注

时（ T 一 η）＋叮达）cf>q( ！α （ r ）／（用（ r))Vr)Y's注

叫一 η）＋句：忘了！中q(fα （ r）／（叫）） Y'r)>

[ ayl( T --fhf-Af J ( T 一～q(fa(r) v仕＝ b 

即引理 5 的（ i）成立。

下面验证引理 5 的（ ii）成立。取 u ＝芋， h

：宇？则

γ（ u) = u （ η）＝孚＜叭

叭 u ） 二们）：宇： h,

β （ u) = u(l) ＝孚＜ α

所以 1 U E Q （ γ9β ，ψ ， h,a,c ） ：β （ u) ＜ α ）＃②。选

取 uε Q （ γ ，βψ 组 αc），则 β（ u) = max u( t) 
飞＇ ' T' ' J 

= u( l ） 三三 α ？ 则 0 ~ u( t) ~α ， t E [O,l] 。 由引

Tu( l) T，α 
理 4 可知 11u11 王一一－ ~ - ' t E [ 0' T] ＇有l l 

0 ~ u( t ） 斗，比［O, T] 

由（吨）可知

β（Au) = (Au) (l）运

世立f~中（！α （ r) f ( r , u ( r) ) V' r) V' s 主) p(s) q 飞 j

旦土立 T ’ (T \ 
7一中（ ／＿ α （ r) f ( r , u ( r) ) V' r ) V' s 主p(O) q 飞岛 / 

（βl 十 γ ） I (T \ 

p(O)d 中q ~Jo α （ r) f ( r , u ( r) ）叫王

T（βl ＋ γ ） I (T \ 
Pφ （ Iα （ r) V' r ）一＝ α(O)d q 飞鸟 / 

则引理 5 中的（ ii）成立。

接下来验证引理 5 的（ iii）成立0 u ε P(r ，民

b 川）且 8(A( u)) = Au （ η ） >k=Th 则
η 
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山） = (Au) (l）斗（Au) (l）主
l Tb lb 

百（Au ）（ η）＞百×一＝一＞ b 
1 1 ηη 

最后验证引理 5 中的条件（ iv ）成立。令 uε

Q （ γ归，c）且以A ( u) ) = (Au) （ η ） < h ＝芋，

由引理4 可知

川） = (Au 

~（Au ）（ η）＜主×守＝ α
ηηt 

引理5 中的条件（ iv）成立。

于是，由引理5 可知 A 至少有三个不动点，即

边值问题 (1 ）、（ 2 ）至少有三个正解 U1 （吵，

以吟，问（ t），使得

证毕0

t~~JJU1 ( t) ＜ α ， b < 1 ！？~.~ J Uz ( t）且

α ＜ I ~~；］ U3 ( t) i I !1lf .~ J 问（ t) < b 

3 应用例子

r ' ＇、 Nn 、

例 1 令 T 二扫一（ __!:__) ~ U { 1} JV0 定义为
1 飞 2 I J v 

所有非负整数，考虑边值问题

［中p(u11\1 (t)) r1 + f(t,u(t)) = 0, 

tε ［ 0,1] (14) 

叫）寸u11(0) = O,u11(T) ＝州，

u11\1(0) = 0 (15) 

! ( t , u) = ! ( u) = 

( u~3 
499. 7 

＋一一－一仙一 3) ,3 :;::; u :;::; 150 
147 

5 500 u ;:::: 150 

容易验证／（ u( t））满足定理 1 的所有条件，则边值

问题（ 14) ' (15 ）至少存在三个正解 U1 （吟，
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